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Zur Theorie der Poneeletsehen Polygone. 



Die vorliegende Unterauchung hat den Zweck, den algebraischen Zasammenhang zwiachen 
den Radien ond der Mittelpuntiifidirtanz zweier Kreise, i n und u m welche sich ein Polygon zeichnen 
läßt, eiplicite darzuTtellen. Für die einfachen Figuren, Dreieck, Viereck, Sechseck nnd Ächteck, 
war das Problem bereite von Enler, Foss nnd Steiner gelOlt; die allgemeine Lösung rOhrt von 
Jacobi her, der es mit der Teilung eines ganzen elliptischen Integrales in Zusammenhang brachte. 
Ä.lle weiteren Untersachnngen Ober diesen Gegenftand sind im Wesentlichen Ausführnngen des 
Jacobischen Gedankens sowie Verallgemeinerungen inbezug auf Eegelschnitte. FQr Kreise hat 
Richelot im 38. Bande des Crelleachen Journals eine Methode angegeben, wie die transcendente 
Jacobische Form in eine rationale umgewandelt werden kann. Als Beispiele behandelt er die bis 
dahin unbekannten Sieben- nnd Neunecksrelationen. Prinzipiell war damit das Problem erledigt; 
indessen sind die Rechnongea nach dem Richelotschen Verfahren überaus mühsam, und, was dae 
Wesentliche ist, sie fuhren zn Ausdrucken, die nur in Ausnahmefällen nicht mit ÜberfiQssigen 
Faktoren belastet sind. Wenn dieselben auch beseitigt werden kOnnen, so ist doch hierbei ein 
umständlicher Divisionsprozeß zweier Polynome von hohem Grade nicht zn vermeiden. Hier soll 
gezeigt werden, wie sich die Relationen sofort in irreduktibler Form herleiten lassen, sodaß man 
mühelos bis zum Nennzehueck und weiter hinauf vordringen kann. Durch eine von der Jacobischen 
Art abweichende Oarftellnng der Punkte der Peripherie eines Kreises wird das Problem auf die 
Erörterung einer einzigen Formel aus der Theorie der Multiplikation der elliptischen Funktionen 
zurückgeführt, sodaß es, wie ich glaube, einfacher und flbergichtlicher wird. Aus den Bntwickelungeu 
erkennt man leicht, wie man eine Relation für np zu bilden hat, wenn eine solche für die Faktoren 
n mid p bekannt ist. Besonders eingehend wird der Übei^ang von n auf 2n, den auch Richelot 
in einer früheren Arbeit rechneiisch ausgeführt hat, bebandelt. Derselbe ist deshalb bemerkenswert 
weil die algebraischen Transformationen, welche hier wesentlich einfacher wie die Richelotschen 
sind, geometrisch mit Zirkel nnd Lineal interpretiert werden können, entsprechend dem Satze, dafi 
für jeden Modul sn^ mit Hilfe von Quadratwurzeln durch snu sich ausdrücken läßt. Es wird 
also die Fr^e beantwortet, wie man zu einem n-Eck, das einem beliebigen Modul x angehört, 
das entsprechende 2n-Eck konstruiert. Die für reguläre Polygone bekannte Methode der Halbiemng 
des Gentriwinkels et^ebt sich als specieller Fall der hier beschriebenen allgemeinen Lösung. Alge- 
bnusch wichtig ist die Tatsache, daß der Übergang von 2h+l auf 2(2h+l) in den Relationen 
lediglich durch Vertanschnng gewisser charakteriftiBcher Größen erfolgen kann, sodaß z. B. die 
Gleichung für das Zehneck dieselbe Form wie die für das Fünfeck besitzt. Femer wird gezeigt, 
daß die Landensche Transformation, die meines Wissens noch nicht in den Dienet der Poneeletsehen 
Polygone gestellt wnrde, algebraisch wie geometrisch befähigt ist^ die Verdoppelnngsformen zu 



liefern. Ich habe dieser Tranafonnation im Oelleschen Jonrual Bd. 124. S. 165 eioe nene geome- 
trische Dentang gegeben und diese f&r den vorliegenden Zweck zu Grande gelegt ohoe jedoch die 
dort gewoDoenen Resultate zn begränden. 



§1. 

Darstellung der elliptischen Funktionen am Kreise. 

Im Afchir der Uathematik aod Physik, Bd. III. 3. Reihe, S. 226 findet man eine ganz 
anaf&hrliehe Darstellung der Punkte eines Kreises durch die Werte eines elliptischen Integrales; 
da ich mich oft anf die Grnudzüge derselben berufen muß, so will ich sie in möglichster Kürze 
entwickeln und den geneigten Leser bitten, in Zweifelsfftllen jener Arbeit einige Aufmerksamkeit 
zn widmen. 

In einem Kreise, dessen Mittelpunkt A nnd 
dessen Radius b sei, ist ein fester Durchmesser DD' 
gezogen und AB = c abgetragen. Ein beliebiger 
Punkt C des Kreises ist mit B rerbnuden. BC^a 
nimmt dann je nach Lage des Punktes C alle Werte 
zwischen b~c und b + c an. Die Fläche des Drei- 
ecks ABC ist 




giebt man ihr die Form 

A- 



/; 



in welcher y= 

dv 

_- ■ ^u 

■y* . 1— x*y* 



-tl-yM- 

- und 



bjc 
'b+c ' 



ist, und setzt mau 



a=(b— c)Bnu. 
1 nimmt auf dem Kreise alle Werte zwischen K und K+2iE' an; 



ist n=K, für D' u=K-HK'. Der Winkel 






ift bertimmt durch die Qleichnn^u 
(a+b- c| (a+c-b) 



dax&nB entrteht unter Berücksichtignng von 



4bc 

+b+c)(b+c- 

4bc" 

2)bc 
b+c 



1 — =: cnu 
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In fthnliclier Weise lassen eich alle DreiecksgrOßen durch elliptiBche Functionen ausdrftcken. 

Von Wichtigkeit Bind för uns 

. . b*— c* , 
A = 1 cn n dn u, 

2) * 

, .b + ccnadnu 

2 snu 

Yerlängert man CB bia C, so ist aa' = b* — c*, also a' = ^p^; andererBolts ist a' = 

(b — c) BD n', folglich ist u'= n + i K*. Wir wollen C den Gegenpnnkt von C nennen. Der zn ihm 

gehörige Winkel c" ist der flberstumpfe Winkel DAC, da der Punkt C durch eine kontinuierliche 

Bewegung Aber D' nach C flbergefQhrt werden muß. Es gelteo dann die Beziehungen 

. o' it , 1 ■ Ti-. 1 dn n 

Bin — =- — cn(u + iK) = — ; 

2 X X Bnu 

eoB- =— dn(u+iK') = ; 

3) 2 x' x' snu ' 

Dreht man AABC um AB als Achse, so kommt C in die Lage von C*. Ist C durch 
K + ii bestimmt, bo gilt fUr C der Wert u"=K+2iK— ix, da dann snu, d. h. a, unverändert 
bleibt, während cnudnu, also A. negativ wird, wie es nach der Figur sein maß. 'C'heiße Spiegel- 
punkt. FQr H senkrecht über B ist Spiegelpunkt und Oegenpunkt identisch; also ist 
K+2iK'-ix = K-tix+iK' 

A V . iK' 

d. h. 1X=:— . 

2 

Wir wollen jetzt die Pr^e untersuchen, wo der Punkt K+2ix liegt, wenn K+ix durch 
a und «' bestimmt ist. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Formel 



/^ 



dn2H zBuücn^u 

H-du2u dnu 



Da 2u^2K+2ix ist, bo haben wir für dn2u den Wert zu setzen und erhalten 

dn(K+2ix) 



rdE(K+2ixi _ ^'^''" 
x'+dn(K + 2ix)' 1^' 

woraus unt«r Berficksichtigung von 1) und 3) 



Vi 



*' ««1 = -:-? 

Sin-g 
entsteht. A bedeutet den Centriwinkel deB Punktes K+2ix. 
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Eine ganz Sbnliche Gleichung erhalten wir fOr A', den Centriwinkel des Gegenpnnktes 
üx + iK', wenn wir von der Formel 

^1— cn2u Bnndnn 

l+cn2n cnn 



/^ 



Beachtet man, daß wegen cn(a+K)e=~ -^ — die Gleichung in der Form 



x'sn(K+2ix) 1 CDU 



' 1 



dn(K+2iT) 
geBcbrieben werden kann, so erhält man 

'1-sin' 
l+8in^ 
ana welcher 

. A' coB, — coa 

4) tg - -= — 1 ?, 

cos j + cos °- 
folgt. Der Kürze wegen soll von nnn an jede trigonometrische Fauktion, sobald sie sich auf den 
halben Winkel bezieht, mit Uirem Anfangabuchataben, die VernelfSltigung durch eine Klammer, in 
welcher ihr Grad angegeben ist, angedeutet werden, sodaß z.B. S{5) idenüech ist mit sin^-, wo 
A(5) der Centriwinkel des Punktes K+5ix ist. Man erhält dann, weil jede Funktion des halben 
Winkels durch die Tangente des Viertelwinkels rational ansgedrflckt werden kann, fär die Verdoppelung 



"b''+»'' 



c+c" 



^ ' c*+c» ^ c*+c* 



Wendet man diese Formeln mehrfach auf sich selbst an, so gelangt man zu den Funktionen 
des Centriwinkela fOr die Punkte K+4ix, K+8ii u. s. f. in ihrer Abhängigkeit von a und a'. Für 
die wirkliche Ansföhrmig der Rechnung ist es wertvoll, daß S in C mid C in S' durch einfache 
VertanBchuug von s mit e' und c mit s' entsteht. 



Das Ponceletsche Vier- und Dreieck nebst seinen Verdoppelungsformen. 

Wir wollen den Gang der Untersuchung, die im Grunde genommen die Unltiplikation der 
elUptiBchen Funktionen mit einer Potenz von 2 in trigonometrischer Form darstellt, unterbrechen 
und eine Anwendung der gefundenen Formeln auf die PoaceletscheD Polygone machen, um dar- 
zntnn, daß wir bereits die aufzusuchenden Relationen zwiBchen den Radien und der Mittelpnnkts- 
diftanz fOr das Viereck und Dreieck sowie fßr deren Ableitungen niederschreiben können. Vorher 
ist es jedoch noch nßtig, den Zusammenhang der b- und c-Größen mit den Radien festznftellen. 
Der Jacobische Satz über die Kreise, welche einer bestimmten Linie, der Linie der gleichen 



Tangenten, zugeordnet sind, giebt nna hierüber Aufschluß. Da der Beweis dieses Satzes in jedem 
Handbuch der ellipüschen Punktionen z. B. in dem bekannten Werke von Durego — sehr über- 
sichtlich auch in dem Programm RIg. Zwickau 1888 von Kunz — nachgeachlagen werden kann, soll 
hier nur der Sinn desselben unter Berficksichtigung der veränderten Kreisdaratellung angegeben werden. 

Wir haben gesehen, daS ein beliebiger Punkt 
C des Elreisea A durch K+ix, sein Oegenpunkt C 
durch K+ii+iE' bezeichnet werden kann. Paßt 
man den Punkt B als Ereb mit unendlich kleinem 
Badius auf, so können wir sagen, daß die Tangente 
von C an diesen Kreis einen Punkt C trifft, dessen 
Koordinate um i K' gewachsen ilt. Die Tangente 
von C wiederum endigt in C, d. h. in einem Funkte, 
dessen Koordinate wegen der Periodizität offenbar 
auch K+ix + 2iK' genannt werden darf, sodaß 
wieder ein Betrag von iE' hinzukommt 

Jacobi hat nun bemerkt, daß die Eigen- 
schaft des Kreises B einer unendlichen Schaar von 
Kreisen ai^hSrt, deren gemeinschaftlich ea Merk- 
mal eine außerhalb ihres Bereiches liegende Linie 
gleicher Tangenten ist. BedentetF einen derartigen 
Kreis, so trifft die Tangente von C den Kreis A 
iz heißt, die zweite Tangente schneidet den Punkt 
Jedem Kreise ist demnach ein ganz bestimmter 
Geht man von romherein von 
Verlangt man, daß die 

letzte Tangente in D endigt, so muß niz^2iK' sein; es entsteht dann ein Vieleck, welches 
einem Kreise ein-, einem anderen umgeschrieben ist. Die Endpunkte desselben sind also 

9 i K.' 4 i K' 2 n i K' 

K -) -, K -|- - , . . . allgemein K-| — " — , wo p alle ganze Zahlen von 1 bis n durchl&uft. 

Noch eine andere Eigenschaft des Kreises F ist fQr uns von Wichtigkeit. Verbindet man nämlich 




in einem Punkte E, dessen Koordinate K+ix-h 

K-hii+Siz, die dritte K-l-ii+3iz ans u.s.f. 

Zuwachs iz zugeordnet, der für B den Maximalwert iK' erreicht. 

D aus, so erhalt man der Reihe nach die Punkte K+iz, K+ 2iz u. s. w. 



den Berührungspunkt H mit dem Qrenzpunkte B, 

Wir wollen von nun an AD mit R, 
die Figur sofort 



halbiert BH den Winkel CBD. 
mit r .und AF mit J bezeichnen 



Da femer im A CBD 



Y' 



■ (K-Jf 



und 

ist, 80 folgt 



OB;BD — R+(!: 
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sin -^ = 



H+5' 



alao 



?=-/ 



Die beiden letzten Gleichnn^n besagen, daß die Oegeusehne jycf ebenfalls den Kreis F 
berflbrt. Wendet man die oben angegebenen Abkürzongen an, so entsteht 



6) 



Vertauscht man +d mit 



K-J' 







- c', c in b' ober. 
Beim Viereck ist die erste Koordinate K-| 



iK' 



die Verdoppelung ^ebt also den Punkt K+iK', 
fQr welchen A{2)=7C ist; also erhält man aus 

. A(2) 3 

*8^ = -s' 



Die erste Koordinate des Achtecke heiSt 
— , deren Verdoppelung znK+— führt. Weil 



i^r diesen Punkt 



A+A'= 2?r 
ist, so entsteht ans der Formel tg 

c+e' 



A(2)_ 



ot^» 
4 



bIt/ 



In Funktion von R, r und d folgt hieraus die Achteclcarelatioa 
F 

R+i V "~(R-H)-~^y ' (B+d)' 



iE-«'' 



V'^-rnifV'- 



(E-J)' 



(R+J) 
deren Symmetrie inbezng auf +3 und - d evident ist. 

Für das Sechzehneck ergiebt sich in derselben Weise 
S_C+C' 
s>- c-C" 
wo die großen Buchstaben sich auf die Verdoppelung beziehen. Uan erhält 
2 b8'(c'+c'^ (s"- s *) (cM- c" ) + 2 c c'(s'+a") 
(b"+ b') (o"-c'»j ~ (b"- s') (cM- c") - 2 cc'(8M-b") ■ 
Eb wird nicht äberflflBBig Bein, die Formeln fflr den speziellen Fall d=o, wo also der 
eingoBchriebene Kreis mit A konzentrisch ist, und das Ponceletecbe Polygon in ein reguläres äbergeht, 



zu entwickeln. Beim Vieteok ist ri= „- ^2; t^ das Achteck, wie überliaiipl) für alle regelmäßigen 
Polygone, ist s^ — c' und 8'=c also 8'+b''=1 und cM-c"=l, da ja stets bM-c»=1 eein muß. 
Daraus entsteht 

— c' c + c' 

c c— c" 
oder 



Weil fi^n- i^^t BO erhält man 



s)/2+V2 . 



s_c+c 

s — C-Ö' 



C = |(/2 + yf; 



da aber nach 5) C = 



woraus endlich 



, iat, 80 bat man 



2o'-X=i)/2+j(f, 
r=2l'2+)/2+»^ 



folgt; alle so erhaltenen Formeln stümnen mit den Ergebnissen der elementaren Oeometrie flberein. 

2iK' 




2iK' 



ist, so liegen beide inbezng anf den festen 



Durchmesser symmetrisch. 
Also ist 

o+A(2) = 2n:, 
folgUch 

, « »A(2) s' 



S = 2Bin:r 
4 

4 

8'+C=l 



entsteht daraus 
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Fflr das Sechseck erhfilt man mittels der Gleichnngen 5) 

0S-l!" + B'M-8' 

oder 

c'+c'^^s'M-s^ c'-c'" 
Wir wollen aber vegen der folgenden UntersDchnng noch auf eine andere Weise die 
Secheecksrelatiott herleiten. Da nämlich der Qegenpmitt ron K-| — — die Koordinat« K+ -^ hat, 
so ist er der erste Pnntt des SechHects. Ana der Symmetrie der beiden sich in B schneidenden 
Sehnen ergieht sich nun, daß der Winkel a, der zu K+ - ■- gehört, gleich 2/r — A' ist, wenn A' 
für das Dreieck gilt; ebenso ist a'=2jr— A, Darans entsteht 

s — c'= 1, 
oder 



/'-iE^' + Z'"- 



(R+d)'- 
Fflr das Zwölfeck haben wir dann nach 5) 

2ss' _ 2cc' 

s'M-s' c'+c** 
Um zom Vierundzwanzigeck zu gelangen, hat man entweder im Zwölfeck die Verdoppelungen 
oder im Sechseck die Fonneln der Vervierfachung einzusetzen. Wir wählen letzteren Weg und 
bilden dnrch Anwendung des Systems 5) auf dch selbst 

A(4)_2ss'{cM-c;») 43s'( cH-c'^( 9'*-9M 

^ 4 s'*-s* ' ^^ ' (3'*-s*)'+4sV'(c'+0" 

o J ^l*J (g'._ s4)i+4sSs'»( 0«+ c'.)» • ö t* 1 — (c*-c'*)' + 4c'c''(s'+s' Y ' 

t„ A'(4) (c*- c'*)-2cc>M-s'') . 4cc'(s'H^')'(c*-c'^) 

^ 4 ~ (c*-c'*)+2cc'(s»+s'»)' ^' (c*-c'*j'+4c*c'^(s«-t-sy 

Daraus folgt 

4ss' 4cc' 1 



C8'*-s*)'+4si^'*(cH-c'')» {c*-c'*)'+4c*c'V+sT (c'-fc'»)(s'«-s*)' 
Solange die Relationen eine verhaltJiiBm&ßig einfache Gestalt haben, ist es nicht schwer, ihnen 
eine geometrische Bedeutung zu geben. Multipliziert man die Gleichung s'+c^l mit 2R, «so 
erhält man far das Dreieck die Bedingung 

iK',-^'^ +0. — = 2R; (Vergl. Greenhül, Ellipt. Funct S. 183.) 

der Aber den Koordinaten gezeichnete Strich stellt die Sehne zwischen den darunter 
Punkten dar. Ebenso gilt für das Sechseck 
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Schreibt man die ZwSlfecksrelation in der Form 

2s8'(cH-0 = (s^+s») (c+c')» 
oder anch 

-2cc'(s'M-8»)= (cH-O W-if, 
BO erhält man durch MnlUpUkation 

_4sc . s'c'= (s'- s)* (c + c')*. 
Setzt man der Einfachheit halber 2R = 1, so stellt sc den doppelten Flächeninhalt des 

Dreiecke liK', -^, oi dar; ebenso ist — a'c'^2A(iK', ^ iK", ol. Wendet man noch auf der rechten 

Seite den Ptolemäischen Lehrsatz au, so entsteht far das ZwOlfeck folgende eigentOmliche Beziehnng: 

yt, = Vh+Vh'. 

i und h' die von ihren Endpunkten auf den 
festen Durchmesser gefällten Senkrechten. Da für die reguläre Figur h e= h' ist, so ergiebt sich 

o = 4h, 
oder wegen a=!2R, h^-^, was wiederum elementar leicht gezeigt werden kann. 

Ähnliche Gleichungen galten fOr die anderen Polygone, so für das Viereck ff=h+h', ffir 
das ichteck (;'=(h+h')*+4hh'. 



Die altgremeine Multiplikation der elliptischen Funktionen 
in trigonometrischer Form. 

Wir haben aus dem Gleichnngssystem 5), dessen Qmndlage die Formel 
1 — dn2u x*sn* u dn*n 
l + dn2u cii*u 

war, die beiden einfachen Polygone, Viereck und Dreieck sowie deren Äbleitaugen entwickeln 
kOnnen. In derselben Weise ergeben sich die höheren Formen, FQufeck, Siebeneck u. b. w. ans 
der Multiplikationsformel 

dn nu-x' _ d - x' /ifi (d, x')\' 
dnnu+x'~'d+V\./'i(d, x)) ' 
in welcher n eme ungerade Primzahl, >p und t//i ganze rationale Funktionen von d und x' dar- 
stellen und d eine Abkfirzung für dnu ist. Vermehrt man das Argument n um 2iK', so werden 
d und dnnu negativ. Daraus folgt, daß tfii{i,x')=ip{—i, ■■<■') iflt. Setzt man — x' statt x', so mnfi 
ebenfalls t/> in i^i übergehen; eine gleichzeitige Verwandlung von d in — d und x' in —W läßt 
demnach beide Funktionen ungeändert. Also können diese nur die QrOSeu d% x'* und x'd enthalten. 
Da nach 3) 

Ba'= — xcc' 
ist, so erhält man 

,j c*c'»— 8*8"* c* — fl'' 

c^c'^ c*(l— s"*)' 

und weil x'd^c ist, so ist offenbar, daß nach Einsetzung dieser Werte ip eine ganze Fnnktioti 
von s' und c wird, in welcher s' nur in gerader Potenz vorkommen kann. Berficksichtigt man 
daß dnu die Periode 2E hat, so entsteht , 

U,g-zedb,^JV^OglC 



A|d) ist der Centriwinkel des Panktee E+nix, a der za E+ix gehörige Winkel; F ist 
das Zeichen einer ganzen Funktion von s**, jedoch nicht von c', da sonst F(s',~c) nicht von F(s',c) 
Terschieden sein könnte. Setzt man n=:E+- — -, so ist A(n)^2;T. Also mnfi 

P(b', ci = o 
sein. Wir schließen hieraus, daß F einen Faktor enthalten muß, der, gleich Nnll gesetzt, die 
Bedingungsgleichnng für das Ponceletsche n-Eck liefert. Dieser Faktor ist inbezng auf s' und c 
symmetriBch, und weil F(8', c) sicher unsymmetrisch ist, da im entgegengesetzten Falle auch o 
nur in geraden Potenzen vorkommen könnte, so erhalten wir 
P = 1/1(8', C) q)'{a',C). 

Nnr'die Funktion (p bleiht durch Vertanachong von s' nnd c unrerändert. Wir können 
weiter leicht zeigen, d&S <p keine gerade Funktion von s' ond c sein kann. Denken wir uns 
n&mlich unter u den Wert E+ — — , so erhalten wir dasjenige Polygon, welches sich erst nach 
zweimaligem Umlaufe schließt. Da für diesen Fall 

A{n)-=4fc 
ist, so muß der Zähler F(b', — c) oder, was dasselbe ist, F{— s', — c) = o sein nnd ebenfalls einen 
inbezng auf — s" und — c sjmmetriHchen Faktor besitzen; dieser kann nur fp{—a\—c) sein, nnd 
weil wir annehmen dürfßn, daß Zähler und Nenner keinen gemeinsamen Teiler haben, so mnS 
9'{— s*, — c) von 'p{e',c) verschieden sein. Daraas folgt, daß (p die Form P+s'Q haben muß, wo 
P und Q nur gerade Potenzen von s' enthalten. Wenn nun </)' ebenfalls in die Form P'+b'Q' 
gebracht wird, so ist 

F=PP'+ 8'(QP'+PQ') +8'»QQ' ; 
also ist 

QP'+PQ'=o 
oder 

p'=;ip, Q'= -iQ. 
Es wird demnach 

F=/(P»-s'»Q»i. 
Die Funktion {p=F-(-8'Q kann offenbar als die irreduktible Beziehung zwischen s' und c 
angesehen werden, und sie hat als solche nach Richelot den Grad ^^—- Weil ferner nach 3) 
„ 1-x'» d» 

ist, 80 erhalten wir für P'— b"Q*, wenn alles auf denselben Nenner gebracht ist, den Grad — ;,-— 
inbezng auf d, welcher in der Fonnel fKr dnnn bei }p nidit flberschritt«n werden darf. Daraus 
ergiebt sich, daß l von s' nnd c unabhängig sein muß. Genau dieselben Eigenschaften hat aber 
auch der Zähler; demnach erhalten wir 

t^ A(°) _+f„ « .«(B+B'SHR^s'S) 
^"4 "-^■4X(P+8'Q){P-b'Q)" 
Specialisieren wir endlich diese Formel dadurch, daß wir uns unter a den Winkel vor- 
stellen, welcher zum Punkte E+iE' führt, so ist c^o, s'^ o und tg**^!; dann fällt aber der 
Unterschied zwischen R und P fort, da diese Funktionen sich nur durch Vertauschung von c in 



.og[e 
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— c unterscheiden. Andereraeite iat für diesen Fall A(n) = n?r und, da n ungerade ist, tg -—' = 
±1. Folglich ist fi=l, nnd es entsteht 

* 4 -^4(P+e'Q)(P-8'Q)' 
Als Beispiel diene die Formel ßr dl« Verdreifachung. Da wir die Dreiecksrelation 
kennen, so ist 

?<s', c) = s'+c-l, 
g)'(8', e) = — s'+c— 1, 



also 



Demnach erhalten wir 



F(s', c) — -B^+(c-l)'. 
[31 ,, »-B»-Ho+])' 



7) 



■« 4 --^•»4-s''+(c-l)' 
PQr a := nr ist A(3) = 3;r; folglich ist das negative Zeichen zn uehmeo, Bod&B la setzen ist 

** 4 ^4 8"-(l-c)' 

§ 4. 
Die Relationen für die Primzahlen von 5 bis 19. 

Mit Hilfe des im vorigen Paragraphen entwickelten Satzea ist es leiclit, eine beliebige 
Relation höheren Grades herzuleiten. Beim Fünfeck ist der erste Punkt E-j — ^; die Verdop- 
pelung führt also auf KH — '--, die Verdreifachung auf K-f-^. Diese letzteren beiden Punkte 
liegen inbezug auf den festen DurchmesBer symmetrisch, also ist 

A(2)+A{3) = 2vr, 
oder 

Unter Anwendung von 5) und 7) entsteht 

s " 4 b"-(1-c)' 

aus welcher durch Beeeitiguug von 7- sich die Fflnlecksrelatdon ergiebt 
8) sK-Cl-on + tl-c] [s-Hl+cn-o. 

Addiert man auf beiden Seiten 4b'c so erhftlt sie die symmetrische Gestalt 
(s'+c-1I(b'-c-I)(b'-c+1) = 4s'c. 

Für das Siebeneck führt die Verdreifachung auf K+ —, die Vervierfachung auf K+ -^- ' 
bei beiden Punkten ist wieder, wie ganz allgemein fiir die mittleren Polygoupuukte, 

A(3)+A(4) = 2it. 
Daraus folgt unter Berfleksichtigung von 6) nud 7) 

s'*— s' » s^-Q+c)' 

2ss'(c'+o"l~ *4b'"-(1-c)' 
oder /^^ I 

D,g,l,zedb,Cj©Ogle 
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9) [!''-(I -»')'] [«'■-(l-o)'] + äa-Cl-c] [oM-I-b"] (s--(1+c)'J = o. 

FflT das Elf- und Dreizehneck hat man die Verwchsfachnng tngonoiuetriech auszudrücken; 
dies kann entweder dadanjb geschehen, daß man in die Formel 7) für s' nnd c die Werte ans 6) 
„, 8"+o>-l , - b"+c'-1 

C— B +1 8^-C+l 

eintragt, oder, daß mau ein für die Verdreifachung geltendes System in 5) einsetzt Da ein solches 
System den Vorzag hat, daß es den Ühergang von n auf 3n vermittelt, so soll es hier augegeben 
werden. Man erhält 

t A(3)_ .^° ="-(l+o l'. <;,„_, t^jM!"-»')". 

10) M3)- « i^v-Ks^-sT' "- '4cVqT""^)" 
m31-c'--"=l?"~'''' 

^'^'-^c'V+is"-:??- 

Die Verfiliiffachaiig ist sosgedrücldi durch 

A(5) _ « aV-il+cn'-Cl+cl'CsMl-OT 
^4 ^4 B>"-(l-en*-[l-cr[8"-(l+e)T" 

Setzen wir also 

S'(3)-"' 4"' 

BO erhalten wir die ElfecksreUtion in der Ponn 

1-c 4c*s''-ts"-8*)' . 4c"s" -KB"-sy b'' [8^-(1 -c)T '-[1-c] ' [8''-(1+C)']' _ 
"b' 4cV+(8'=-aT. 4c"a'-(8"-V')' + 8^"[7^1-Fc)T»-[l+c]> [b"-(1- e)=]= " **' 
Sie iat irrednttibel, da sie inbezag auf s' und c vom Grade — ^^=^15 ist, wie es nach Richelot 
sein muß. 

Beim Dreizehneck hat man fSr das zweite Glied zu setzen 

_ [b'*-s*]^ [s^-(1-c)']'-4s'^ [1- c]' [1+c^-b'Y [(l+cj^-s'"] ' 
[s'*-8*]* [9'«-(l+c)']--4s'^[H-c]ni4-c^-s'*J*[(l-c)*-s"]* ■ 

Nach Beseitigung der Nenner iat sie vom Grade 21 in s' und c, also irrednttibel. 

Die Formeln fttr das 17- und 19-Eek seien nur angedeutet; ihre wirkliche Ausrechnung 
in Funktion von a' und c ergiebt sich von selbst aus 5), 6), 10) und 11). Für n=17 erhält man 

S'(4) 8 a'^-(l+c )« S'(3)*-(l+C{3))=_ 
S(4j "f" s""' s'*-{l-cf ' S'(3)*-(l-C(3))^ " '^" 

Beim Neunzehneck ersetze man das erate Glied durch den negativ genommenen reziproken 
Wert von II), in welchem fQr s' und c die Ausdrücke S'(2) uud C{2) zu substituieren sind. 

Aus den angeführten Beispielen geht wohl zur Genfige hervor, daß der Satz des vorher- 
gehenden Paragraphen die Qnelle aller Relationen ist; es ist lediglich Sache einer, wenn auch 
umfangreichen, so doch elementaren Rechnung, für ein beliebiges Vieleck die Beziehungen zwischen 
den Radien uud der Mittelpunktsdistanz zu entwickeln. 

Uigzedb, Google 



§ 5. 
Wir wollen nns eine kurze Abschweifung Tom eigentliclieD Thema erlauben and nmgekehrt ana 
den gefundenen Relationen Mnitiplikationsformeln für dnnn herleiten. Setzt man in 7) fQr b'* den 

!_„'» ([* 
Wert — >ä— :; — ^ und «"d för c, ao entsteht 
t. ' 1— d* 

dn3n-x' d-x' / d*+2x'd'-2x'd-x" v2 (Vergl. GreenhiU, Ell.Fonct. 
dn3n+x' d+x' \,d*-2x'dM-2x'd-x'V S. 177). 

In derselben Weiae bildet maii ans der Fünfecksrelation 

dn Sa— / _ d^' / i/^(— d, x'K2 
dnöa+x* ■" d+? \ i/)j(d, xY j ' 
in welcher ^&(d, x*) folgenden Wert besitzt: 

i/' = d'M-2x'd»»— 4x'*d»<'-10x'd»+5x'*d»+4K'(2+3x")d'-4x'*(l-x'»)d«-4x'>(3+2x'»)d' 
- -5x'M*+10x'M''+4x'*d'-2x">d-x'«. 
Das Siebeneck liefert uns <p^ = 

d»*-4x'd"-4x'M«H-4x'(7+2x")d«'-14K'*d»-28K'(2+3x'«)d"+28Al+4x")d'H4x'(8 
+51x'M-16)t'*)d"-x'*{16 + 305x''+144x'*)d'»-8x'»(16+25x'*+4x'*)d'=-|-8z'*(46+57^'*+8J('*)d" 
+66z">(l+2z'^d'« 

V -28x'*(8 ■|-23;!'H-8x'*)d'* 

+56/S(2 + l;t'»)d"+8>;'*(8+57x'«+46z'*)d"'-8z''(4+25z'*+16;!'*)d8-/8(i44+305;f'* 
+16/*)d''+4x'''{16+51/H-8z'*)d'+28*'«(4+lz'*)d«-28z'8(3+2x'*)d*-14/"'d*+4):'»{2+70d' 
-4x"''d«-4/"d+;!"s 

Das mittlere Qlied ist Yon den anderen abgesondert, um die Symmetrie der Formel berror- 
treten zu lassen. 



Die VerdoppelunErsformen. 

Im Allgemeinen hat man um yon n auf 2a überzugehen, in die n-Gcksrelation das 
GleichangBsystem 5) einzusetzen. Bei ungeraden n jedoch ist eine solche Substitution nicht oötig 
und zwar l^ren zwei Wege zum Ziele. 

Betrachten wir noch einmal die Formel 

und setzen für u die Koordinate des ersten Punktes des 2n-Bcks K+- ; dann ist A(n) = 7i, also 

tg f*- = l. Da tg -=-|/iz5 ist,. 80 erhalt man 

4 ^ y 1+c 

F(8', c)Vi+c = F{8',-c) |'l=e. 
Für das Sechseck z. B. ist danach 

[a's-(i-c)*] . V'l+c= [8'*-{l+c)-l . li-c. 
Bei weitem einfacher jedoch ergiebt sich dieser Fall der Verdoppelung durch folgende 
Erwägung: Setzt man fQr u den Gegenpunkt K+ix+iK', so führt die Vervielfältigung mit n zum 
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Punkte K+nix+niK', oder, waa daaeelbe ist, zu K+iiix+iK'+(ii— 1)157; da unter A'(n) der 
Centriwinkel dee Panittes K+nii+iK' zn veratehen ist, und eine Vermehmng om 2iK' einen Tollen 
TTmlanf bedentet so bat man fOr A(n) den Wert A'(n)+(n— l)7r zu snbatitiiierea. Gleichzeitig wd 
«l ans a nnd 2n+a ans </; daher geht s' in — s nnd c in c' über. Die so rerändert« Formel 
nimmt dann die Gestalt an 



A'(n) .°-l,^__..„«'FeB,-c'). 



^'+V-=±*«r 



F^B.C') ' 



(n-l) 



da A{n) für das 2n-Eck gleich n ist, so ist A'(n) = 2^. Wenn also eine ganze Zahl dar- 

stellt, so maß der Kenner verschwinden, im anderen Falle wird der Zahler gleich Nnll. 



zl) 



=5-; demoach ist 



B^{i+cy=o 

oder 

(s+H-c')(s-l-c') = o. 

Da 8 = 1/ 1— ^^j-a nnd c'= — |/ 1- . ^^ iat, so hat man deDJenigen Faktor gleich 

Null zn setzen, welcher inbezng auf a und — c' symmetrisch ist. Also entsteht die SechBeekarelation 

s-c'=l, 
die früher bereite anf andere Weise gefunden wurde. 

Beim Zehneck ist — 7- = l> folglich muß der Nenner der Null gleichgesetzt werden, 
d. h. ea ist 

-b[8«-(1-c')'] + [I-CT [SMI+CT) ■ B[s'=-(1-Cr+(1-C')(B'«-(H-C')»] = 0. 

Der erste Faktor ist symmetrisch; also heißt die Zehnecksrelation 

-S[S»-{1-CT]+[1-CT[8*-(1+C')^ = 0. 

Für d^o erhalt man bierans die Seite des regulären Zehnecks bio=-2 (V5— l). 

Aus dea beiden Beispielen erkennt man leicht folgende Regel : 
Bei den Relationen fßr die Zahlen 2h+l geht man zn den ersten Terdoppelungsformen durch 
Verwandlung TOn e' in s nnd c in — c' über; bei den Zahlen von der Form 4h+l bat man s' mit 
— s nnd c mit c' zn vertauschen. 



§7. 

Die Verdoppelung mit Hilfe der Landenschen Transformation. 

Die Tranaformaiion 

dy 1+ / dl 

)'l-yM-lV~~2^Vl-i' l-x*!* 
hat bekanntlich die Eigenschaft, daß 



ist. Der geometrische Charakter dieser Qleicbnng tritt in deijenigeu Deutong, die ich der Trana- 
formation in der eiuganga erwähnten Abhandlung gegeben h^e, scharf hervor. .^ 

Uig zedbyGOOgIC 




Zwei Kreise A nnd P stehen in der Beziehimg zu einander, daß der Radios von F das 
aritbmetiBche, PQ das geometrische Uittel von b und c sind. Ein beliebiger Pnnkt G wird in 
folgender Weise anf den Kreis P projiciert: 

Man ziehe im ersten Kreise DC nnd zeichne in P dnrch Q die Parallele QR; (vorans- 
gesetzt ist, daß DD' , j SS' ist.) Dann soll B das Bild von G genannt werden. 

Will man z. B. D' abbilden, so ist DC Tangente in D, also liegt R senkrecht über Q. 
Dem Pnnkte K+iK' entspricht demnach 1»+'^; ganz allgemein wird der Pnntt K+'— auf L+^ 
abgebildet. Der Zusammenhang mit den Verdoppelnngsformen der Ponceletschen Polygone liegt 
nnn klar zn Tage. Dem n-Eck des ersten Kreises entepricht das 2n-Eck im zweiten Kreise. 

Nennen wir jetzt a, if, % und r' diejenigen GrJ}ßen, welche in A mit s, s', c nnd c' 
bezeichnet worden sind, so h^en wir die Beziehung zwischen beiden Arten analytisch anszndrCleken. 

Das Abbildungsverfahreu ist in der Formel enthalten 



darans folgt 



andererseits gilt fDr den zweiten Kreis 



Eliminiert man \, so entsteht 



= 11 t 



f/H-ffr' 
ff*! — ar" 



Da Winkel r= - 



0*^—01' 
- nnd nach dem Charakter der Projektion e 



.ogle 



so erhält man 




«■ A' A A' 
cosj = cos-oos^.-sm^8m 




12) c_"'» + '^ 
Für 11 = 4 war 




Also ist für das Achteck 


8 = S'. 


da aber stets 


2iVöo'^ 


ist, so kftiinen wir schreiben 


o'V-«V=o'>-o>=»«-/ 


oder 


-4(rff'n'=(ff'*— o*) (t«-t'«) 



B'=(7'T+(re'. 



o'»rH-aVM-2oa'«'==<r'V*+<TM-2a(j'Tr'. 
Dnrch ßadizierang ergiebt dcli darans 

yr+OTr'ss ±(o'i'— ffr). 
Der inbezng anf +tf und —8 symmetrieche Faktor ist 

o'r+ffr'+ff'r' — (nr=o. 
Für das Dreieck war 

8'+c = l; 
die SechseckerelatioD heißt hiernach 

Nach einigen leichten Reduktionen entsteht 

a~%'= 1, 
ebenso für das ZwClfeck 

-40ö'rr'=((7'-<j)*(r+T')'- 
Alle anf diese Weise hergestellten Formeln ßtimmen mit § 2 Überein. 



§8 
Die geometrische Konstruktion des 2n-Ecks. 

Die Zeichnung der regulSren Polygone mit Zirkel und Lineal beschränkt sich bekanntlich 
anf die Seitenzahl 2''{2''i+l)C2''8+l). . . , wobei 2''p-|-l eine Primzahl sein muß. Nur der Modul 

X = —^ erfreut sich nach den Abelschen ünterBuchnngen derselben Kigenechaft, wie der Modal 1 

der regelmäßigen Figuren. Für einen beliebigen Modul ist es unmöglich, ein n-Eck einem Kreise 
ein- einem anderen umzuschreiben. Wohl aber ist es stets mOglich, das 2n-Eck geometrisch dar- 
zustellen, wenn das n-Eck als gegeben vorausgesetzt wird. Dieses nachzuweisen, sei der Gegen- 
stand der noch folgenden Zeilen. 

Zuvor wollen wir das zum Punkte K+ - ' gehörige Vieleck selbst auf die denH)ar ein- 
fachste Weise zeichneu. 
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B sei der Krenzpuntt, durch dessen 
Lage die PeriodizitätsmodulD K und iE" be- 
stimmt sind; C habe die Koordinate K+ • 

n 

Daim hat man zunächst die Linie der gleichen 
Tangenten zu finden. Zu diesem Zwecke 
errichte man AE_LDD', ziehe EB bis P nnd 
lege in F an den Kreis A die Tangente. 
Wenn dieselbe den Darchmesser in Q trifft 
so errichte man GH..! D'G. HG ist dann die 
verlangte Linie. (Beweis leicht.) Verbindet 
man G mit D, so ist LH Tangente an den 
unendlich kleinen Kreis; will man also den 
KreiB zeichnen, der CD berührt, so trage man 
LB auf LC bis N ab und errichte NM^LDC. 

Die weiteren Tangenten von C aus an M bestiinmen das dem Pnnkte KH zugeordnete Pon- 

celetsche Polygon. 

Nunmehr geben wir an die eigentUehe Aufgabe heran, die wir allgemeiner in der Form 
lösen wollen, den Punkt E+ aus E-|-iz mit Zirkel und Lineal darzuetellen. 





, /^ 1— bhu 1 t 
y r+rän=?" 



Setzen wir in der Formel 

MK+a) dn^K+ n) 
snHK+n) 
den Wert K+ix, so entsteht 

Al-8n(K+Sj_ 1 cn(K + ^)dn (K+^ 
V i+8ii(K+ii) «' Bii(K+|) 

Nun ist nach 2) 

"(2) = 



2 Bll(K+j) 

Senkrechte auf die Sehne des Punktes K+g- 
Da auBerdem 

r^ = 8U(K+il) 
D — C 

ist (A 7— BC), 80 erhält mau 

\2/ y A+lb-c) 

Es läßt sich mm zeigen, daß der Ausdruck auf der rechten Seite im A ABC die Strecke 
AOj darstellt, wenn unter 0, der Mittelpunkt des der Seite AB angeschriebenen Kreises ver^ 
standen wird. 

In einem Dreieck D&mlicb, dessen Seiten A, b und c sind, ist 



Y- 



A+b+c . A+ c— b ■ b+c— A 
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a /"A+b+c.b+c-A 

"'2=y 4b. --■ 

durch Dirisioa wird 

C08:7 ' ' 

Daraus ergiebt sich folgeude Konstruttdon: Man bestimme im A ABC den Funkt 0), 
zeichne mit AO» einen Kreis um A und lege von B aus die Tangente. Der Schnittpunkt derselben 
mit A bestimmt den Punkt E+q- Da zwei Tangenten gezogen werden können, so entstehen 4 
Punkte, deren Koordinaten K+", K+^+iK', K+2iK'— '^ und K+iK'— j sind. In der Figur 
ist der Deutlichkeit wegen die Tangente für die beiden letzteren Punkte gezeichnet. Bflckt B 
unendlich nahe an A, so erhält man die Halbierung des Centriwiukels der regulären Polygone. 

Die angegebene Methode ist geometrisch dasselbe, was das System 5) algebraisch bedeutet. 
Da wir in § 6 gesehen haben, daß im Falle eines ungeraden n der Übergang auf 2n durch bloSe 
Vertauschung gewisser charakteristischer Zeichen vollzogen werden kann, so ist anzunehmen, daB sich 
dann auch die geometrische Konstruktion vereinfacht. In der Tat haben die beiden mittleren 



punkt des letzteren ist also durch K+ iK'— iE' oder durch K-{ — bestimmt; folglich ist 

er der erste Poljgonpnnkt des 2n-Ecks. 

Endlich hat uns noch die Landensche Transformation Verdoppelungsformeln geliefert. Da 

dieselben jedoch durch das geometrische Äbbildungsveifahren des § 7 entstanden sind, so erSbrigt 

sich ihre Interpretatäon. Nur sei darauf hingewiesen, daß bei den regulären Figuten der trans- 

1— z' o 

formierte Modul rj_"' mit dem ursprünglichen Modul x^l übereinstimmt. Daher ist A ^^ ^ 

Auch hieraus ergiebt sich die Halbierung des Centriwinkcls als spezieller Fall einer allgemeinen 
Konstruktion. 
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